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  پيش بيني و فيلتر بهينه خطي
Linear Prediction and Optimal Filtering 

 سيگنال تصادفي ۱‐۷
  تحليل آماري

 بدست آمده باشد، x1(n)فرض کنيد سيگنال مورد نظر توسط يک دستگاه اندازه گيري شده باشد و سيگنال     : تابع نمونه  .۱
  . مي گويند sample function يک تابع نمونه x1(n)به سيگنال

 ... و x2(n) اگر دستگاههاي ديگري نيز کميت مورد نظر را اندازه گيري کرده باشند آنگـاه سـيگنالهاي  :يند تصادفيفرا .۲

xL(n) بـه مجموعـه  .  بدست مي آيـدS={x1(n),….,xL(n)}       تـابع زمـاني مجموعـه، يـا فرآينـد تـصادفي Stochastic 

Processمي گويند و باX(n,S)نشان مي دهند که به اختصار X(n)نويسيم مي .  
 .  دنباله هاي متغير تصادفي هستندx(n=i) دنباله هاي :متغير تصادفي .۳

 ام آن m داشـته باشـد، گـشتاور    Pxi(x,i) چگـالي احتمـالي   X(n=i) اگر متفير تـصادفي      :گشتاورهاي متغير تصادفي     .۴
 .اينگونه بدست مي آيد

[ ] ∫
∞

∞−

= dxixPxiXE xi
mm ),()(  

  که ميانگين آن
[ ] )()( iXmiXE =  

  n=i واريانس آن در و

[ ] ∫
∞

∞−

== dxixPxiXE xiiX ),()( 222
)(σ  

  . استn=i در زمان S اميد رياضي مربع سيگنالهاي مجموعه E[X(i)2]که
مي توان تابع چگالي احتمالي مشترک تعريف ...  و X(2) و X(1) براي متغيرهاي تصادفي :فرايند تصادفي مطلقا ايستا .۵

 اسـت اگـر تـابع چگـالي احتمـالي مـشترک تـابع        Strict-sense Stationery مطلقا ايستا X(n)فرايند تصادفي . کرد
 يعني اينکه .  نباشدnنقاط ) شيفت (
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۷‐۲

 
مـي خواننـد   Wide Sense Stationery  ايستا گسترده را X(n) فرايند تصادفي :فرايند تصادفي ايستاي گسترده .۶

  . باشندnاگر ميانگين و تابع همبستگي آن مستقل از 

  
  .فرض شد حقيقي Xدر رابطه فوق 

  

  

  
  . ديگر روابطي که در حالت کلي مي توان نوشت از اينقرارند:همبستگي و واريانس خودي و متقابل .۷

  خود همبستگي 

 
   خوديکواريانس
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  .توابع همبستگي و کواريانس توابعي مزدوج متقارن هستند

  رابطهy  وx براي متغيرهاي تصادفي  اگر:مستقل آماري  .۸

Px,y(x,y)=Px(x)Py(y) 

 مستقل آماري هستنداين امر محاسبات را ساده مي کند و تابع چگالي مشترک را بصورت ضرب توابع چگالي y و xباشد برقرار  
  .متغيرهاي تصادفي در آورده و محاسبه انتگرال چندگانه را به حاصل ضرب انتگرال هاي تک بدل مي کند

   اگر:مستقل خطي .۹

  
ن  مستقل آماري باشند حتما مستقل خطي هستند ولـي عکـس آ            y و   xاگر  . غير همبسته هستند   مستقل خطي يا     y و   x باشد  

  .صحيح نيست
 طيف توابع همبستگي و کواريانس  .۱۰

  
 را ندارند لذا براساس آنهـا نمـي تـوان    x(n)توابعي زوج خواهند بود اين توابع اطلاعات فاز Γxx   و Sxx حقيقي باشد x(n)اگر 

x(n)د را باز سازي کر.  
اگر سيگنالي ارگوديک باشد توابع و پارامترهاي آماري را از يک           : Ergodicتخمين توابع آماري سيگنال ارگوديک       .۱۱

 .تابع نمونه مي توان بدست آورد 
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 ميـل مـي     γxx(m) و   mxبه مقدار اصلي    ) ۱احتمال  (  برود با واريانس صفر      ∞→Nمي توان نشان داد که اين دو تخمين وقتي          
  . برآنکه اين دو کميت مقدار محدودي داشته باشندمشروط. کنند

  . محدود مي شود لذا روابط اينگونه تغيير مي يابدN به x(n)در عمل اطلاعات موجود 

  

  
  تخميني بي باياس است r'xx(m)تخمين 

 

از لـذا   . نسبتا بزرگ مـي گـردد     ) Nنزديک  ( هاي بزرگ   mولي مقدار واريانس براي     .  به سمت صفر مي رود      و  
  .رابطه تخميني ديگري استفاده مي شود

  
  اين رابطه جديد داراي باياس است

  
   ميل ميکند واريانس کمتري دارد∞→Nاين رابطه وقتي . 

  
 در نتيجه ميانگين و خود همبستگي با .  را مي دهدϕxx(m)و تخمين معتبري از 

 
  . از نظر ميانگين و خودهمبستگي ايستا و ارگوديک باشد حداقل x(n)مفروضات اين تخمين آن بود که .  تخمين زده مي شود

   به فرايندي که در آن :فرايند و نويز سفيد .۱۲

 
  باشد فرايند تصادفي سفيد مي گويند که در آن 

  
  . است فرايند سفيدي که ميانگين آن صفر باشد نويز سفيد خوانده مي شود
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  Wiener Filterفيلتر وينر   ۲‐۷
 فرضا داده شـده     d(n) و سيگنال مطلوب     y(n)ويز  سيگنال آلوده به ن   

 را فيلتـر کـرده بـه        y(n)هدف طرح فيلتري است که سيگنال       . است
   . حداقل گرددe(n)نحوي که خطاي 

 به نحـو    e(n)در اين بحث فيلتر خطي در نظر گرفته مي شودو خطا            
فيلتر بهينـه خطـي     , از اينرو به اين فيلتر    . بهينه اي حداقل مي شود    

Linear Optimum Filterبراي حـداقل کـردن از روش  .  مي گويند 
  فاده مي شود مربعات خطا استلحداق

.  
  . استفاده شده استFIRکه در اينجا فيلتر . باشدIIR يا FIRفيلتر مي تواند 

  

  

  
  . بدست مي آيدWiener-Hopf نسبت به پارامترها رابطه Jاز حداقل کردن 

  
  .ر ذيل مي شودو مقدار حداقل خطا برابر مقدا

  
  .  استy و d بردار همبستگي متقابل P و y ماتريس همبستگي خودي R در اين رابطه 

  
در . در غير اينصورت جواب بهينه نيـست      . فيلتر محاسبه شده بهينه خواهد بود اگر مشخصات آماري مفروض، مطابق واقع باشد            

از انجا که فقـط يـک تـابع نمونـه از            .  .ه مي شوند بستگي دارد    که ارائ ) d) R,P و   yعمل بهينه بودن به دقت مشخصات آماري        
   وجود دارد، تخمين به شرط ارگوديک بودن فرايند معتبر استsample function مشاهدات 

در فرض فيلتر وينر ثابت بودن مشخصات آماري سيگنال و نويز وجود دارد به اين معني که مشخصات سـيگنال بايـد ثابـت بـا                          
 با زمـان    y و   dدر بسياري از کاربردها مشخصات آماري       . اين فرض اگر محقق نگردد جواب بهينه نيست       . ستا باشد زمان و نويز اي   

تغيير مي کند بنابراين بايد از روشهاي وفقي براي دسترسي به جواب بهينه سود برد که تغييرات مشخصات آماري را دنبال مي                      
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  .کند
 Orthogonality Principle  اصل تعامد

  . بر تمامي وروديهايي که در فرايند تخمين وارد مي شوند عمود است باشد،e(n)، e0(n)حداقل اگر  

  
  به اين ترتيب 

 

  

  
 از d(n)سـيگنال  .  بدسـت آمـده اسـت   d(n) عبور کرده و سيگنال  a1=0.8485 با   ۱ از سيستم درجه     v1(n)نويز سفيد   : مثال  

 از خروجـي     را d(n).  به آن اضافه شده و دريافت گرديـده اسـت          v2(n)فيد   عبور کرده و نويز س     a2=0.9458 با   ۱کانالي درجه   
y(n) پارامتري تخمين بزنيد۲ با فيلتري .   

  

  
   بدست مي آوريمv2(n) و v1(n)با فرض مستقل بودن 

  

  
  طبق روابط

  

  
=E[x(n+k)[x(n)+a2x(n-1)]]=rxx(k)+a2rxx(k-1) 
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  Linear Predictionپيش بيني خطي  ۳‐۷
  . ذيل طرح و حل مي شودمسئله بصورت.  تعيين گرددy(n) تخميني از {y(0),…., y(n-1)}قرار است بر اساس  LPدر 

  

  

  

  
  . گفته مي شودForward LPبه اين روش 

  . بر اساس مشاهدات آينده فرموله مي شودy(M)تخمين  Backward LP در 
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 Kalman Filterفيلتر کالمن    ۴‐۷
حل معادلات بصورت بازگـشتي  ضمن اينکه ه بصورت فضاي حالت نوشته مي شود ک است ينرفيلتر وحالت کلي تر   لتر کالمن   في

  است 
   Minimum Mean Squaresبراي راه حل بازگشتي 

ˆ)|( در اختيار باشد هدف تخميني y(n<0)=0با فرض  Yn={y(1),….,y(n)}  فرض کنيد مشاهدات   Ynnx روش بازگشتي  به
ˆ)1|(به فرض وجود 1−− nYnxارتباط بين .  است y و xخطي در نظر گرفته مي شود .  

)()(ˆ)|(براي اين منظور متغير Ynnxynyn −=αکه در آن .   تعريف مي گردد  

∑
−

=

−=
1

1
)()|(ˆ

n

k
k knyYnny γ  

 مي تـوان    βk و   y(n)جه به معلوم بودن مشاهدات       تعيين مي گردند با تو     βk محاسبه شود پارامترهاي     α(n) براي   LS است اگر   
α(n) اگر و  را داشتα(n)  وβk معلوم باشند y(n)قابل محاسبه است .  

   در نظر گرفته شودy و xمدل خطي بين حال اگر 

∑
=

=
n

k
k kyYnnx

1
)()|(ˆ γ  

  . نيز مي توان نوشتαآنرا به ترم 

∑
=

=
n

k
k kbYnnx

1

)()|(ˆ α   

 سازي  از حداقل bkکه پارامترهاي 

 
   بدست آمده باشد که 

  
  اين رابطه را بصورت بازگشتي مي توان نوشت که .  مي شود

  
  .اين اساس معادلات بازگشتي است که کاربرد گسترده اي دارد . باشد

  نفيلتر کالم
  .مدل ذيل را براي سيستم در نظر بگيريد

x(n+1)=Ax(n)+v1(n) 
y(n)=cx(n)+v2(n) 

  
  . است(1*1) نيز نويز سفيد v2(n) و (N*1) نويز سفيد x (N*1) ،y (1*1) ،v1(n)که در آن 
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  . استYn={y(1),…,y(n)}بردار مشاهدات 
 i<n>0 باشد عمل فيلتر کـردن و اگـر          i=n باشد الگوريتم کار پيش بيني، اگر        i>nاگر  . استx̂(i|Yn)  هدف تخمين 

  .ي دهد را انجام مsmoothingباشد کار هموار سازي 
  . خوانده مي شود تعريف مي گرددinnovation sequence که α(n)براي اين منظور 

α(n)=y(n)- ŷ (n|Yn)=y(n)-C x̂ (n|Yn)+ 1v̂ (n) 

       =C[x(n)- x̂  (n|Yn)]+v2(n)=Ce(n)+v2(n) 
    تخمينمدل خطي

x̂ (i|Yn)= ∑
=

n

k 1

 bi(k)α(k) 

  .و تابع خطا از اين قرار هستند
e(n)=x(n)- x̂ (n|Yn) 

e(i,n)=x(i)- x̂ (i|Yn)=x(i)- ∑
=

n

k 1
 bi(k)α(k)   

  . بدست مي آيدMinimum Mean Aquare Errirs(MMSE)با حداقل کردن خطا به روش 
E(|α(m)|2) bi(m)=E[x(i)α(m)]⇒ R(m) bi(m)=Px,α(I,m) ⇒ 
bi(m)=R-1(m) Px,α(I,m) 

  .بدست مي آيد x̂(i|Yn)با جايگزيني در رابطه 

x̂ (i|Yn)= ∑
−

=

1

1

n

k
 R-1(k)Px,α(i,k)α(k)+R-1(n)Px,α(i,n)α(n) 

   که حالت پيش بيني است خواهيم داشتi=n+1براي 

x̂ (n+1|Yn)= ∑
−

=

1

1

n

k
 R-1(k)Px,α(n+1,k)α(k)+R-1(n)Px,α(n+1,n)α(n) 

   نويسيم مي x̂(n|Yn-1)  را بر اساس x̂(n+1|Yn) براي اينکه
E[x(n+1)α(k)]=E[{A x(n)+v1(n)}α(k)]=A E[x(n)α(k)] ⇒ 

Px,α(n+1,k)=A Px,α(n,k) ⇒ 
x̂ (n+1|Yn)=A x̂ (n|Yn-1)+R-1(n)Px,α(n+1,n)α(n)⇒ 
 

x̂ (n+1|Yn)=A x̂ (n|Yn-1)+G(n)α(n) 
  ره کالمن برابر است باکه به

G(n)=R-1(n)Px,α(n+1,n)=R-1(n)E[x(n+1)α(n)] 
  . بدست مي آيد x̂(n+1) بازگشتيبه اين ترتيب فرمول محاسبه 

  . بايد ارائه شودG(n)براي اينکه اين روش قابل استفاده باشد روش مناسبي براي تعيين 
E[x(n+1)α(n)]=A E[x(n)α(n)]=A E[x(n)e'(n,n-1)] C' 
 =A E[ {e(n,n-1)+ x̂  (n|Yn-1)} e'(n,n-1)] C' 
 =A E[e(n,n-1)e'(n,n-1)] C'=A K(n,n-1) C'⇒ 
G(n)= A K(n,n-1) C' R-1(n) 

  . نيز بايد به روش بازگشتي قابل محاسبه گرددkبراي قابل استفاده بودن روش
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۷‐۱۲

K(n,n-1)=E[e(n,n-1)e'(n,n-1)] 
  .ورت ذيل بدست مي آيدکه بص

K(n+1,n)=A K(n) A' +Q1(n) 
K(n)=K(n,n-1)-AG(n)CK(n,n-1) 

  . استv1(n) ماتريس همبستگي خودي نويز Q1(n)که در آن 
  . روابط ذيل براي سيستم وابسته به زمان نوشته شده است.ط فيلتر کالمن بدست مي آيدببه اين ترتيب روا
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۷‐۱۳
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